
第１章 はじめに

本研究は実証分析のためのモデルの基礎的な解説である。その方法としては企業の生産活動にも

とづく生産関数と費用関数による分析が中心である。企業行動における生産関数と費用関数は，消

費者行動における効用関数と同様にミクロ経済分析において最も中心になる関数であり，分析のア

プローチも多岐にわたる。本研究では各章でいくつかの分析方法が提示されているが，それぞれが

関連性を持っているため，その関連性（歴史的な観点もふまえ）を十分に意識しながら統合して紹

介したい。

＜要約＞

本研究は，実証研究のための生産関数と費用関数の紹介とそれぞれの関数相互の特徴お

よび関連性について述べているものである。企業行動における生産関数は，消費者行動に

おける効用関数と並んで，重要な関数である。企業行動の理論的な分析だけでなく実証分

析でも利用されている。

生産関数をコブ・ダグラス関数から，CES，トランスログ，一般化レオンチェフと関連
性を重視して紹介する。またそれらの費用関数に関しても述べて，費用関数の実証分析に

おける重要性を述べている。また静学的なモデルだけでなく動学的なモデルにも言及して

いる。調整行動を明示している場合としていない場合について説明されている。

全体を通して，構造アプローチにもとづく内容であり，関数の構造パラメータの意味が

明らかになるように説明され，理論的な分析と実証的な分析の乖離がないようなモデリン

グを目標としている。
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生産関数から費用関数および派生する分析がすべての分析方法であるが，その中でも，トランス

ログ費用関数を代表的な費用関数とし，その費用関数を用いた実証分析についてより中心に述べる

ものである。

費用関数による実証分析は，ミクロ経済学における成果の一つである双対理論の発展によって実

証分析の方法の一つとして出現したものである。双対理論は，従来のミクロ経済学の消費者および

生産者行動の理論を発展させたが，理論的な発展だけでなく，実証分析に関しても発展をうながし

た。特に実証分析は従来は理論的前提と乖離があったが，双対理論による実証分析は，理論分析と

実証分析それぞれのモデルの違いが少なく，理論的な分析が自然な形で実証分析に拡張されている。

したがって推定されるパラメータについてもアドホックではなく理論的整合性が存在する。こうし

た実証分析のアプローチは，構造パラメータによる構造アプローチとよばれるものである。

一方マクロ経済学においても，消費や投資といった分析に理論的な前提と乖離なく実証分析をお

こなうケースも出現した。したがって双対理論にもとづく構造アプローチは，おもにミクロ経済分

析で利用されているが，マクロ経済分析でも構造アプローチは用いられ，経済分析全般において構

造アプローチの重要性が認知された。

その中でもトランスログ費用関数は，生産性，TFP，規模の経済性，価格弾力性，代替の弾力性，
固定要素の弾力性が主に計測される。こうした経済指標は，企業，産業，国のパフォーマンスを示

すものである。また生産要素および固定要素としては，資本・労働だけでなく，R&D，ITなどの
それらの外部性も用いられている。したがって様々な経済分析に応用が可能である。また従来のコ

ブ・ダグラスや CESの費用関数とは異なり，トランスログ費用関数は観測値の数だけ上記の指標
が得られることや，代替の弾力性の値にコブ・ダグラスや CESのような制約がないことも重要で
ある。このようにトランスログ費用関数は，分析方法として重要な位置を占めるようになったが，

生産，費用関数の発展のもとで確立されている。そこでコブ・ダグラス生産関数から順次見ていき

たい。

第２章 生産関数

２．１ コブ・ダクラス生産関数

まず企業の生産活動は以下のような生産関数で表現される。

y＝f（x１，x２．．．．xn） （２．１）

ここで y は産出量，xiは，第 i投入要素である。
生産関数は，労働・資本・エネルギーなどの生産要素を投入することにより生産物が生産される

という構造になっている。生産関数は，一つの企業，一つの国の生産構造を把握するために重要な

ものといえる。生産関数は，戦前に Cobbと Douglasによって，適用が提唱された Cobb-Douglas
生産関数がある。

Cobb-Douglas生産関数は，以下のように書ける。

y＝A
n

�
i

x αi
i （２．２）
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２変数の場合は，

y＝Ax α１１ x α２２ （２．３）

ここで，A，αiは，パラメータである。この生産関数は，両辺の対数をとることによって，線形

になる。したがって推定は容易である。そうした点からコブ・ダグラスの関数形は現代の経済分析

において理論，実証両分析において最も採用されている関数形の一つである。しかしながら生産要

素の数が増加して，推定すべきパラメータが多くなると多重共線性により推定は困難になる。この

生産関数を使用して経済学的に意味のある指標が得られる。一つは推定されたパラメータから各生

産要素の生産物に対する弾力性が得られる。また規模の経済性や各種の生産性が得られる。

この生産関数は，取り扱いの容易さと生産関数の直感的な経済学的な意味の容易さから極めて多

くの状況で使用されてきた。しかしながらこの生産関数は，生産要素間の代替の弾力性の値が常に

１である。また得られる指標の値に関しても，成長率に関するもの以外は，観測期間で，一つの値

しか得られない。したがってそうした制約を緩和した生産関数が必要となる。

ここで０＜αi＜１は，パラメータの制約である。この Cobb-Douglas生産関数の限界生産性（MPi）

は，以下のように表せる。

MP１＝
∂y
∂x１
＝α１

y
x１

（２．４）

この値は，正である必要がある。

このとき限界変形率（MRT）は，次のようになる。

MP１
MP２
＝
α１

α２

x２
x１
＝

w１
w２

（２．５）

したがってホモセティックである。ここで wiは要素価格をあらわす。

生産関数は，原点に対して convexである。したがって２階の条件は，以下のようになる。

∂２y
∂x２１
＝�α１（１�α１）yx２１

＜０ （２．６）

∂２y
∂x１x２

＝α１α２
y

x１x２
＞０ （２．７）

｜H２｜＝（１�α１�α２）α１α２y２

x２１x２２
＞０ （２．８）

生産関数の代替の弾力性 σ は，一般的には以下のように書ける。

σ＝
d log（x１/x２）

d log（w２/w１）
（２．９）

Cobb-Douglas生産関数の代替の弾力性は，次のようになる。

σ＝
d（x１/x２）

d（w２/w１）
w２/w１
x１/x２

＝
α２/α１
α２/α１

＝１ （２．１０）

したがって Cobb-Douglas生産関数は，その関数型が簡便であるが，代替の弾力性に関しては大
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きな制限がある。また投入要素間の代替の弾力性が，真の値として１に近くない場合には，特定化

の誤りをおかす可能性がある。

２．２ CES生産関数

６０年代に入って，Arrow，Chenery，Minhas and Solowらによって，CES生産関数が提案された。
CES生産関数は，以下のように書ける。

y＝γ［�
i
δi x�ρi ］

�１
ρ （２．１１）

ここで γ は，効率パラメータ，δ は，分配パラメータ，γ＞０，ρ は，代替パラメータ０＜ρ＜１で

ある。

２変数の場合は，以下のようになる。

y＝γ［δx�ρ１ �（１�δ）x�ρ２ ］
�１
ρ （２．１２）

この生産関数は，Cobb-Douglas生産関数と比べると複雑な関数形をしている。しかしながらこ
の関数では，Cobb-Douglas生産関数では，代替の弾力性の値が，常に１であったが，今度は１で
ある必要はなくなった。そこで Cobb-Douglas生産関数のときと同様にいろいろな分野に適用がな
された。代替の弾力性に関しては，１でない値が得られることになり，大きな貢献になった。しか

しこの関数形にも，やはり欠点があった。得られる使用の値に関して，成長率に関するもの以外は，

観測期間で，一つの値しか得られない。また生産要素が２つの場合は問題がないが，３以上になる

と推定が困難になってしまうことである。

この CES生産関数の限界生産性は，以下のように表せる。

MP１＝
δ

γ
ρ y１�ρx１�（１�ρ）＝w１ （２．１３）

この値は，正である必要がある。

このとき限界変形率（MRT）は，次のようになる。

MRTS＝MP１
MP２
＝（

x２
x１
）（１�ρ）＝

w１
w２

（２．１４）

したがって，ホモセティックである。

生産関数は，原点に対して convexである。したがって２階の条件は，以下のようになる。

∂y２

∂x２１
＝
１�ρ

y MP１
MP１x１�y

x１
＜０ （２．１５）

∂２y
∂x１∂x２

＝
１�ρ

y MP１MP２＜０ （２．１６）

｜H２｜＝
１�ρ

y MP１MP２（MP１AP２�MP２AP１）＞０ （２．１７）

また生産関数の代替の弾力性は，以下のように書ける。
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σ＝
d（x１/x２）

d（w２/w１）
w２/w１
x１/x２

（２．１８）

CES生産関数の代替の弾力性は，次のようになる。

σ＝
１
１�ρ （２．１９）

このように，Cobb-Douglas生産関数と異なり，１でなく自由な値がとれることになった。しか
しながら，観測値に対して代替の弾力性の値は一つしか計測されない。通常，時間的な変化やクロ

スセクション的な変化に対して投入要素の投入は変化していくことが考えられるため，制限的であ

る。

２．３ トランスログ生産関数

Cobb-Douglas生産関数と CES生産関数は，簡便な関数形から多くの理論，実証分析で適用され
ている。しかしながらどちらもホモセティックであるが先験的にはそうでない可能性もある。代替

の弾力性は，財の間で同じであるのは制限的である。そこでより非制限的な関数形が Christensen，
Jorgenson，Lauらによって提案された。
トランスログ生産関数は，以下のように書ける。

ln y＝ln α０��
i
αi ln xi�１２�i

�
j
βij ln xi ln xj （２．２０）

ここで α，β は，パラメータである。トランスログの関数形は形式的には，Cobb-Douglasの関
数形に２次の項が加わった関数形である。

限界生産性は，以下のように表せる。

MPi＝
∂y
∂xi
＝

y
xi
（αi��

j
βij ln xj）＞０ （２．２１）

限界生産性は正である必要がある。

シェアは以下のように書ける。

Si（＝αi��
j
βij ln xj）＝fi

xi

y＝
wi

p
xi

y （２．２２）

シェアも正である必要がある。

生産関数の２階の条件は以下のようになる。

fii＝
y
x２i
［βii�Si（Si�１）］＜０ （２．２３）

fij＝
y

xi xj
［βij�SiSj］＞０ （２．２４）

fii＝∂２y/∂x２i fij＝∂２y/∂xi xj

｜H２｜＝
y３

x２１x２２
［S２１（S２�β２２�２β１２S１S２�S２２（S１�β１１）］＞０ （２．２５）
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トランスログ生産関数が，１次同次であるためには，

�
i
α＝１，�

i
βij＝�

j
βij＝０ （２．２６）

である必要がある。トランスログ生産関数は用いられることもあるが，関数形がより複雑なため

生産関数を単一方程式として推定することに困難さがある。したがってトランスログ関数はむしろ

費用関数で用いられる。

第３章 費用関数

こうした生産関数によるモデルの作成を経て，理論的にはパラメータの推定が可能である。した

がって生産関数のままで推定することも問題はないが，実際には，価格のデータに比べて数量のデ

ータは変動が大きく，安定したパラメータを推定することが難しい場合が多い。また生産関数のみ

の単一方程式では，パラメータが多くなると多重共線性により，推定結果がうまく得られないこと

も多い。

７０年代に入るとトランスログ関数のように以前の生産関数の欠点を補う関数形の考案が必要に

なった。またこの時代には，ミクロ経済学でも発展があった。２０００年にノーベル経済学賞を受賞し

たMcFadden，また Diewertらによって Dualityに関しての進展があった。Dualityは，従来の経済
分析では，生産関数の分析，利潤最大化の分析，消費者の効用最大化の分析が中心であったが，価

格の情報をうまく使って，いわば分析に工夫をして，裏側からの分析をおこなったことによる。そ

こで dualityを利用して，費用関数を定義することにより，費用関数と要素需要関数によりパラメ
ータを推定することが提唱された。

生産関数の分析は，その目的は，生産要素の生産物に対する弾力性の計測・生産性の計測・規模

の経済性の計測・代替の弾力性の計測であった。したがって計測の方法は，生産関数を直接推定す

ることにこだわる必要はない。また生産要素の生産物の関係形は，データとしては変動が大きく，

安定的な推定が困難であるという問題がつきまとっている。Dualityによるアプローチは，そうし
た点を回避している。

Dualityによるアプローチでは，以下の費用最小化行動を前提とする。今，費用を，

C＝�
i

wi xi （３．１）

と定義する。このとき費用最小化問題は，以下のようになる。

min［�
i

wi xi］ （３．２）

s.t. y＝f（x１，x２．．．．xn） （３．３）

この問題からわれわれは，以下の要素需要関数を得る。

xi＝xi（w１，w２．．．．，wn，y） （３．４）

この要素需要関数を，費用に代入すると，
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c（w１，w２．．．．，wn，y）＝�
i

wi xi（w１，w２．．．．，wn，y） （３．５）

よって

c＝c（w１，w２．．．．，wn，y） （３．６）

と書ける。この費用関数の性質は，以下のようになる。

（i）C は，wiに関して１次同次，

（ii）所与の wi＞０について，y′＞y ⇒ C（w′i，y′）＞C（wi，y）
（iii）w′１＞w１，w′２＞w２ ⇒ C（w′i，y）＞C（wi，y）
（iv）C は，w１，w２．．．．．．wnに関して凹関数。

このようにして，（３．６）式は一般形なためこのままでは，実証分析に使用が不可能なためなんら

かの関数形を適用して，統計的な推定が可能なモデルにする必要がある。もともと生産関数の推定

上の問題も費用関数の開発には存在するため，すでに存在している生産関数の関数形が元となり費

用関数の分析がおこなわれる。

３．１ Cobb-Douglas 費用関数

Cobb-Douglas費用関数は，以下のように書ける。

ln C＝ln a��
i
αi ln wi�ln y （３．７）

この Cobb-Douglas費用関数は，費用関数から定義することができるが，本質的には，生産関数
を Cobb-Douglas生産関数にし，費用最小化をすることにより求めることができる。したがってパ
ラメータは完全に生産関数と費用関数で convert可能である。

Sheperdの lemmaによって，要素需要は以下のようになり，シェアで表される。さらにシェア
は，パラメータである。

∂ln C
∂ln wi

＝
∂C
∂wi

wi

C＝
xiwi

C ＝Si＝αi （３．８）

Allen-Uzawaの代替の偏弾力性は，以下のように定義できる。

σij＝
C（∂２C /∂wi∂wj）

（∂C /∂wi）（∂C /∂wj）
（３．９）

σii＝
C（∂２C /∂w２i）

（∂C /∂wi）（∂C /∂wi）
（３．１０）

費用の微分は以下のような結果になる。

∂C
∂wi
＝αi

C
wi

（３．１１）

∂２C
∂w２i

＝αi
（αi�１）C

w２i
（３．１２）

∂２C
∂wiwj

＝αiαj
C

wiwj
（３．１３）
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よって自己の代替の弾力性は以下のようになる。

σii＝�１�αi

αi
（３．１４）

さらに，交差偏弾力性は，以下のようになる。

σij＝１ （３．１５）

したがって生産関数の場合と同様である。

Cobb-Douglas費用関数は，費用関数だけでも推定が十分可能であり，使用が容易である。しか
しながら Cobb-Douglas費用関数はそれほど適用されているわけではない。Cobb-Douglas生産関数
は，対数線型になることから実証分析では最も多く使用されているが，費用関数では，もし価格の

データが利用可能であれば，Cobb-Douglas費用関数ではなく，より情報量を含んだ関数形での分
析が可能になるためであろう。

３．２ CES費用関数

CES費用関数は，CES生産関数のように以下のように書ける。

C＝A（�
i

biw�σ
i ）

１
１�σ y （３．１６）

ここで，A，b，σ は，パラメータである。この CES費用関数は，費用関数から定義するが，生
産関数を CES関数に特定化して，費用最小化しても同様に求められる。
１階，２階の微分は以下のようになる。

∂C
∂wi
＝biw�σ

i（�
i

biw１�σi ）�１C （３．１７）

∂２C
∂wiwj

＝σ（�
k

bkw１�σk ）�２C�
k

bkw�σ
k （３．１８）

また次の，要素シェア関数が書ける。

∂C
∂wi

wi

C＝Si＝
biw１�σi

�
j

bjw１�σj
（３．１９）

代替の弾力性は，以下のようになる。

σij＝σ （３．２０）

したがって代替の弾力性の値は，一定であり，生産関数の場合と同じである。

CES費用関数は，代替の弾力性を計測できるため使われるが，費用関数のみの単一方程式で推
定できるため簡便ではあるが，やはり Cobb-Douglas費用関数と同様に，費用のデータがあればもっ
と一般的な費用関数が推定できるためそれほど発展していない。以下のようなトランスログ関数が

費用関数ではより用いられる。
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３．３ トランスログ費用関数

トランスログ費用関数は，関数形はトランスログ生産関数と同様であるが，パラメータ間に制約

が存在している。トランスログ費用関数は以下のように書ける。

ln C＝α０��
i
αi ln wi�１２�i

�
j
βij ln wi ln wj （３．２１）

��
i
βi y ln wi ln y�αy ln y�１

２
βy y y２

このとき，ホモセティックであれば βiy＝０である。また規模に関して収穫一定であれば αy＝１，βyy

＝βiy＝０である。なお価格に関しては先験的に一次同次になるように制約を付けて推定される。

費用の要素価格弾力性は，以下のようになる。

∂ln C
∂ln wi

＝xi
wi

C （３．２２）

また Shephardの lemmaにより，要素需要は，以下のようになる。

wi

C＝xi （３．２３）

そこで，シェア方程式は，以下のように書ける。

Si＝α０��
j
βij ln wj�βi y ln y （３．２４）

また� i Si＝１であり，

要素価格に関しての一次同次から，

�
i
αi＝１，�

i
βij＝�

j
βij＝０，�

i
βiy＝０ （３．２５）

の制約が必要である。

推定に関しては，Cobb-Douglasや CES関数とは異なり，（３．２１）式の費用関数と（３．２４）式の
要素需要関数を表す，式のシェア方程式を連立して同次に推定する。推定方法は，分析の初期では

SURによる推定，その後３段階最小自乗法，GMM推定法が利用されている。
Allen-Uzawaの代替の偏弾力性は，以下のように定義できる。

σii＝
C
Ci

Ci

Ci
（３．２６）

σij＝
C
Ci

Cij

Cj
（３．２７）

ここで，費用に関する微分は以下のようになる。

Ci＝
∂C
∂wi
＝xi＝

wi

C Si＝
C
wi
（α０��

j
βij ln wj�βi y ln y） （３．２８）
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Cii＝
∂２C
∂w２i

＝
∂xi

∂wi
＝
（βii�S２i�Si）C

w２i
（３．２９）

Cij＝
∂２C
∂wiwj

＝
∂xi

∂wj
＝
（βij�SiSj）C

wiwj
（３．３０）

したがって Allen-Uzawaの代替の偏弾力性は以下のようになる，

σii＝
βii�Si（Si�１）

S２i
（３．３１）

σij＝１� βij

SiSj
（３．３２）

また需要の自己価格弾力性，需要の交差価格弾力性は，以下のように書ける。

ηii＝
∂xi

∂wi

wi

xi
＝σiiSi （３．３３）

ηij＝
∂xi

∂wj

wj

xi
＝σijSj （３．３４）

ηji＝
∂xj

∂wi

wi

xj
＝σijSi （３．３５）

こうした価格の影響に関する指標だけでなく，規模の経済性の指標や成長要因分解などがなされ

ている。

３．４ 一般化レオンチェフ費用関数

生産関数として，Cobb-Douglasや CES関数と並んでトランスログ生産関数が出現する以前には，
以下のようなレオンチェフェ型生産関数が取り上げられていた。

２変数の場合として，

y＝A min［x１，x２］ （３．３６）

この場合，等量曲線は L字型であった。Deiwert（１９７１）は，このレオンチェフ生産関数を一般
化して，一般化レオンチェフ費用関数を紹介して，分析もおこなった。一般化レオンチェフ費用関

数は以下のように書ける。

C＝f（y）�
i
�

j
βij w０．５i w０．５j （３．３７）

もし βij＝０（i≠j）であれば，レオンチェフ費用関数と同様になる。今，規模に関して収穫一定を
仮定して，f（y）＝１とすると，Shephardの lemmaから，要素需要は，以下のようになる。

xi

y＝βii�βij
w０．５i

w０．５j
，（i≠j） （３．３８）

そこで，シェア方程式は，以下のように書ける。

Si＝
βiiwi�βijw０．５i w０．５j

� i� j βijw０．５i w０．５j
，（i≠j） （３．３９）
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推定に関しては，トランスログ費用関数と同様に，（３．３７）式の費用関数と（３．３８）式の要素需

要関数を表す，２式を連立して同次に推定する。推定方法は，分析の初期では SURによる推定，
その後３段階最小自乗法，GMM推定法が利用されている。

Allen-Uzawaの代替の偏弾力性は，以下のように定義できる。

σii＝� １２Si
� βiiwi

２S２i � i� j βijw０．５i w０．５j
，（i≠j） （３．４０）

σij＝
βijw０．５i w０．５j

２SiSj� i� j βijw０．５i w０．５j
，（i≠j） （３．４１）

この一般化レオンチェフ費用関数は，DiewertやWoodlandらが適用したため多分野において分
析例が蓄積された。しかしながらこの費用関数がより一般的になったのは，Morisson（１９８８）か
らMorrisonがこの一般化レオンチェフ費用関数を準固定要素が加わる関数形に拡張し，可変費用
関数の分析をおこなったことによる。したがってこの一般化レオンチェフ費用関数は，準固定要素

を含んだ可変費用関数に拡張されるための基礎と言うこともできる。

こうした費用関数は，産業組織論，金融論，農業経済論等の極めて広い分野で適用され実証分析

がおこなわれた。関数形としては，このほかに一般化マクファデン費用関数がやはり Deiwertによっ
て提唱されていおり，またフーリエ展開を利用した費用関数も適用例は少ないが現れている。こう

した費用関数は，生産要素がすべて完全に調整されているという長期のモデルであり，長期費用関

数といえる。それに対して投入要素のすべてが完全に調整されているという想定は現実的ではない

とする見方もある。そこで資本の調整を考慮した費用関数が現れて適用されるようになった。

第４章 動学モデル

４．１ 固定要素モデル

ここでは，資本の調整を考慮した費用関数を紹介する。調整に関してその調整過程を特定化して

いる場合とそうでない場合について分けて紹介される。まず特定の調整過程を考慮していない場合

について論じていこう。
－

今，固定要素が存在するとして，xiを固定要素とする。総費用 TC は，

－
TC＝

j

�
i＝１

wi xi�
n

�
i＝j�１

wi xi， （４．１）

と定義する。このとき費用最小化問題は，以下のようになる。

－
min［

j

�
i＝１

wi xi�
n

�
i＝j�１

wi xi］ （４．２）

－ －
s.t.y＝f（x１，x２．．．．xj，xj�１，．．．．xn） （４．３）

この問題からわれわれは，以下の短期要素需要関数を得る。

－ － －
xi＝xi（w１，w２．．．wj，x１，x２．．．．xn�j，y） （４．４）
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この要素需要関数を，総費用関数に代入すると，短期費用関数（可変費用関数）V C が得られる。

－ － －
V C＝V C（w１，w２．．．wj，x１，x２．．．．xn�j，y） （４．５）

そこで総費用関数は，

－ － － － － －
TC（w１，w２．．．．wj，x１．．．．xn�j，y）＝V C（w１，w２．．．wj，x１，x２．．．．xj�n，y）�

j�n

�
=1

wi xi （４．６）

とかける。ここで，右辺第１項は，可変費用であり，第２項は，固定費用である。この総費用関

数で固定生産要素について最適化することは，固定生産要素の調整が修了することを意味する。そ

こで式の総費用関数を以下のように，

－
∂TC（w１，w２．．．．，，x１，y）

－
∂x１

＝
－

∂V C（w１，w２．．．．，，x１，y）
－
∂x１

�wj�１， （４．７）

－
固定生産要素 x１について最適化しよう。すると得られるのは，固定要素に対する以下の要素需要

関数である。

－ －
x１＝x１（w１，w２．．．wj，wj�１，y） （４．８）

この要素需要関数を短期の可変費用関数に代入すると，以下の長期の費用関数が得られる。

LC＝LC（w１，w２．．．wj，wj�１，y） （４．９）

このように短期の可変費用関数と長期の費用関数には関係が存在する。

４．１．１ トランスログ可変費用関数

ここでは，可変費用関数について紹介する。トランスログ可変費用関数は以下のように書ける。

ln C＝α０��
i
αi ln wi�１２�i

�
j
βij ln wi ln wj��

i
βi y ln wi ln y�αy ln y

－ － － －�１
２
βy y ln y２��

i
γi ln xi�１２γi i ln x２i��

i
�

j
δij ln wi ln xj��

i
γi y ln xi ln y

－ －��
i
�

j
δij ln xi ln x０ （４．１０）

このとき，homotheticであれば βiy＝０である。また homogeneousであれば αy＝１，βyy＝βiy＝０で

あり，separabilityの条件は βij＝０である。

また Shephardの lemmaにより，要素需要は，以下のようになる。

wi

C＝xi （４．１１）

そこで，シェア方程式は，以下のように書ける。

－
Si＝αi��

j
βij ln wj�βi y ln y��

i
δij ln xi （４．１２）
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また� iSi＝１であり，

�
i
αi＝１，�

i
βij＝０，�

y
βiy’＝０，�

j
βiy＝０，�

i
δij＝０ （４．１３）

の制約が必要である。固定要素の存在するモデルでは存在しない長期のモデルに比べて以下の固

定要素の費用に関する弾力性の値を計測することができる。

－ －ln V C
－

ln x ＝
�

i
αi�γi i ln xi��

i
δij ln wi�βi y ln y��

j
δij ln xj （４．１４）

そこで一般的な資本ストック，社会資本ストック，IT資本ストック，R&D資本ストックなどの
固定要素のインパクトが得られることになる。さらに可変費用関数と総費用関数の関係を式のよう

に用いれば，最適なストックの値が求められる。

－
∂V C（w１，w２．．．．，，x１，y）

－
x１

�wj�１＝０， （４．１５）

－ －
上式がえられるため，この式を x１について解けば最適な x１の値を得られる。その最適な値と現実

の値を用いれば，ストックの稼働率などが求められる。したがって長期の費用関数よりも有用であ

る可能性がある。さらに長期の費用関数は短期の費用関数の特殊形であるためより一般的な分析が

可能になる。

４．１．２ 一般化レオンチェフ可変費用関数

一般化レオンチェフ可変費用関数 G は以下のように書ける。

G＝Y［�
i
�

j
αij p０．５i p０．５j ��

i
αit pi t０．５��

i
βit pit］

－ －�Y０．５［�
i
�

j
αik pi x０．５�２�

i
pi�

j
βjk t０．５x０．５］

－��
i

pi x （４．１６）

この一般化レオンチェフ可変費用関数は，（４．１６）式の２行目，３行目に固定要素が含められて

いる。そこで長期にはこの２行目，３行目はなくなり，１行目の要素価格と時間に関する項だけに

なる。なおこの一般化レオンチェフ可変費用関数にはすでに規模に対して収穫一定の制約が含めら

れている。この一般化レオンチェフ可変費用関数を使用するのは，最適な固定要素の値を求めると

きに，その式が線型になり求めることが容易になるからである。トランスログ可変費用関数では，

通常は最適地を解析的に求めることはできないからである。

４．２ 調整過程を考慮したモデル

可変費用は，

－ － －
V C＝V C（w１，w２．．．wj，x１，x２．．．．，xn�j，y） （４．１７）
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のように書ける。簡単化のため可変要素の数を２，固定要素の数を１に限定すると，

－
V C＝V C（w１，w２，x，y） （４．１８）

と書ける。固定要素に関してストックとフローの関係を以下のように表す。

－ －
I（t）＝x（t）�（１�δ）x（t�１） （４．１９）

ここで I はフローの変数，資本に関する場合であれば投資。なお δ はストックの減耗率である。
固定要素の調整コストを

AC＝AC（I（t）） （４．２０）

のように調整コスト関数（AC）として定義する。すると代表的企業の，将来にわたる費用の割
引現在価値は，

－ －
C（t�j）＝

∞

�
j＝０

B j［V C（w１（t�j），w２（t�j），x（t�j），y（t�j））�wx（t�j）x（t�j）

�AC（I（t�j））］ （４．２１）

と書ける。ここで B は，割引率である。最適化すると，

∂V C（t）
∂w１（t）＝x１（t） （４．２２）

∂V C（t）
∂w２（t）＝x２（t） （４．２３）

となる。

固定要素について最適化すると，

∂V C（t）
－
∂x（t）＝wx（t）�∂AC（t）

－
∂x（t）�B∂AC（t�１）

－
∂x（t） （４．２４）

となる。

トランスログ費用関数では，費用関数は以下のように書ける。

ln V C＝α０��
i
αi ln wi�１２�i

�
j
βij ln wi ln wj�βi y ln wi ln y�αy ln y

－ － － － －�１
２
βy y ln y２�γx ln x�γx x ln x ln x��

i
βi x ln wi ln x�βx y ln x ln y

調整費用関数を，次の２次に特定化する。

AC（t）＝１
２
（ln I（t）�ln I（t�１））２ （４．２５）

可変要素に関しては，静学的なときと同じ要素需要関数が得られ，固定要素に関して要素需要関

数は，以下のようになる。
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－�wx（t）＝αx（t）�βx x ln x（t）��
i
βi x ln wi（t）�βx y ln y（t）

�（ln I（t）�ln I（t�１））�B（ln I（t�１）�ln I（t）） （４．２６）

このモデルはいわゆる Dynamic Factor Demandモデルといわれているものである。このモデル
は投資関数をモデル化できている。調整についても固定要素モデルが瞬時の調整を考えていたのに

対して，調整過程を陽表化している。なおここでは費用関数をトランスログ関数に特定化している

が，一般化レオチェフに特定化している場合もある。

４．３ 投資関数

この節では，前節での静学的なフレームワークから，時間的な要素を考慮した動学的な構造を考

える。代表的な企業は，研究開発への投資を決定するが，研究開発は，今期の支出であったとして

も今期でなくなるわけではなく，その企業，または研究プロジェクト，研究員になんらかの形で残っ

ていくと考えられる。したがって研究開発支出は，支出ではあるが，むしろ投資と考えられる。ま

た投資と考えれば，研究開発の投資とその投資が蓄積された結果できた，研究開発資本が存在する。

したがって企業は研究開発投資を，今期から将来の期まで考慮して，決定する。そこで以下の Bell-
man方程式を定義することができる。

Vt（Kt�１）＝maxIt πt（Kt，It）�βt�１Et［Vt�１（Kt）］ （４．２７）

研究開発投資 Itと研究開発資本 Ktには，以下のような関係がある。

Kt＝（１�δ）Kt�１�It （４．２８）

研究開発投資，研究開発資本について以下の条件が得られる。

�∂πt

∂It
＝λt （４．２９）

ここで λ は，資本のシャドープライスを表す。以下のようにも書ける。

λt＝
∂πt

∂Kt
�（１�δ）βt�１Et［λt�１］ （４．３０）

次に以下のように利潤関数を特定化する。

πt（kt，It）＝pt f（Kt）�G（It，Kt）�pkt It （４．３１）

すると，研究開発投資に関して以下が得られる。

∂πt

∂It
＝�pt

∂Gt

∂It
�pkt （４．３２）

また以下のように書ける。

∂Gt

∂It
＝（
λt

pkt
�pkt

pt
）＝（qt�１）pkt

pt
（４．３３）
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さらに以下のように書くこともできる。

λt＝Et［
∞

�
s＝０
（１�δ）βt�s（

∂πt�s

∂Kt�s
）］ （４．３４）

この式は，資本のシャドープライスが資本の限界収入の将来にわたる割引現在価値であることを

表しており，限界の qと考えられる。設備投資との関連では，調整費用関数を次のように特定化
する。

G（It，Kt）＝
b
２
［（

It

KT
）�a］２Kt （４．３５）

a，b はパラメータである。すると（４．３３）から以下の投資関数が得られる。

It

KT
＝a�１b［（qt�１）pkt

pt
］ （４．３６）

これが，qの投資関数である。qの投資関数は，このアプローチは，Hayashi（１９８２）であるが，
その他にもいくつかのアプローチの方法がある。

ところで（４．２９）式と（４．３０）式から以下の式が得られる。

（１�δ）λKt�１＝πt（Kt，It）�βt�１Et［（１�δ）λt�１Kt］ （４．３７）

次のようにも表すことができる。

（１�δ）λKt�１＝Et［
∞

�
s＝０
βt�sπt�s（Kt�s，It�s）］ （４．３８）

そこで以下のように qt，Vtを表現することができる。

qt＝
Vt

（１�δ）pktKt�１
（４．３９）

これはトービンの平均の qを表している。
また，Abel（１９８０）のように利潤関数から，投資関数導くことができる。（４．２９）と（４．３０）式

から以下が得られる。

∂πt

∂It
＝�（１�δ）βt�１Et［

∂πt�１

∂It�１
］�∂πt

∂Kt
（４．４０）

これは，以下のように書き換えられる。

∂Gt

∂It
＝Et［ψt�１

∂Gt�１

∂It�１
］�［∂Ft

∂Kt
�∂Gt

∂Kt
� r

p］ （４．４１）

最終的に以下の投資関数が得られる。

It

Kt
＝a［（１�Et（ψt�１）］�Et［ψ

It�１

Kt�１
�１b（

∂Ft

∂Kt
�∂Gt

∂Kt
� r

p）］ （４．４２）
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