
〈要約〉

後になって，穀物法（Corn Laws）の是非をめぐって，反対する D. Ricardoと対決するこ
とになる T. R. Malthusは，それに先立ち，貧困と悪徳の原因を私有財産制度に求める Cal-
vin派啓蒙主義に影響を受けた無政府主義者W. Godwinと対決した。本能が招く幾何級数
的人口増加に対し算術級数的食糧供給しか見込めないとする過剰人口論者でもある

Malthusは，貧困も悪徳も出生率の予防的制限化に作用する要因として，これを是認した。
このとき，かかる要因の中に疫病が数えられている。

Malthusは，自然死亡率に対する自然出生率の比を平均的一個人の寿命に対する子孫
の平均人数とみなして，人口の増減化を分かつ閾値（threshold）とした。そのほぼ１００年後，
KermackとMcKendrickは，疫病の感染過程に関する数理モデルを提示し，疫病の拡大
化と終息化を分かつ，後に基本再生産数と呼ばれる閾値のあり方を分析した。Kermack
およびMcKendrickとMalthusの間に閾値を介した縁を感じざるを得ない。
以下では，KermackとMcKendrickが提示した原モデルである区画モデルが秘める現

実妥当性の点からの不備が補修され，さらに，その発展化が図られる。

まず，少数の感染者しか存在しない疫病突発の初期段階に対して多数個体間の均質な接

触を前提とする不都合を斥け，ネットワークを通じた分枝過程の適用を図り，確率母函数

のタームで表わされた閾値である基本再生産数が，１を下回るとき疫病が終息し，１を上

回るとき拡大化していく可能性が確かめられる。

次に，KermackとMcKendrickの原モデルにおける感染区画を潜伏区画と伝染区画と
に二分する形で潜伏期間を導入し，SEIR モデルへと拡張した上で，Lyapunov函数の適
用によって，その局所的安定性と大域的安定性が保証される条件の特定化が図られる。
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＊ disease outbreakに対する訳語として「感染多発」ないし「感染爆発」が定着しているごとくである。
しかるに，小規模の突然的発生のニュアンスが乏しく，本稿では，「感染突発」と充てておく。
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序

１９６５年８月イギリス中部の Derbyshire州の小村 Eyam村が，突然，鼠蹊腺ペスト（bubonic plague）
に見舞われた。翌年の「ロンドン大ペスト」（the Great plague of London）の原郷の地とみなされ，
同村は，感染拡大化を避けるべく孤立策を選び，以来「ペスト村」（the plague village）として知ら
れるところとなる。当初３５０人あった同村人口は，ペスト発生から９ヶ月後の１９６６年５月半ばには，２５

人の非感染者と７人の感染者を数えるのみという少人数にまで減少した。Eyam村の鼠蹊腺ペスト
発生の情況は，同ペストの「突発」（outbreak）と呼ばれた。
ところで，疫病感染は，病原体の一宿主から次のそれへの伝染化から始まる。しかしながら，病

原体は宿主の体内に侵入し得ても宿主の免疫反応の攻撃に晒される。病原体は，体内で自ら増殖な

いし複製し得るには，その免疫反応を躱すかそれに打ち勝つかしなければならない。その際，病原

体が十分となるまでの数を蓄積し，目標器官に辿り着くと，宿主が発症化し，他者への伝染化が可

能となるに十分な損傷を宿主の身体に与え始める。感染から徴候の出現までの期間は，増殖期間

（incubation period）と呼ばれ，感染から伝染させ得るまでの期間は潜伏期間（latent/exposed period）
と呼ばれる。

ところで，１９２７年に，Kermack＝McKendrick［８］において最初の疫病モデルが提示された。SIR
モデルとして知られるそれである。Kermack＝McKendrick原モデルと呼んでおこう。
疫病は，人口を重複しない３つの部類に分割するとされる。

１つ目の部類は，未だ感染していないが，将来的に感染の可能性をもつ個体（susceptible individu-
als）から成る部類で S で表わされる。２つ目は，既に感染しており，同時に他者に伝染させる可能
性をもつ個体（infected and infectious individuals）から成る部類で I で表わされる。最後は，既に回
復しており，再感染のない個体（recovered individuals）から成る部類で R で表わされる。
しかるに，単位時間当たりの感染者化個体数は発症率（incidence）と呼ばれ，未感染者数の時間

変化率で表わされる。このとき，発症は集団行動法則（Law of Mass Action）に基づくものとなるも
のと想定される。すなわち，未感染者数と感染者数の積に，さらに固定係数が乗じられた形の発症

率が適用される。

同法則は，１８６４年に P. Waageと C. M. Gulbergが導いた関係で，化学反応率は反応物質の密度
に比例する，すなわち，反応物質 A，B の密度［A］，［B］に対し，反応率は双一次形式 k［A］［B］で
与えられると説く。ただし，k は反応係数である。１）

さて，Kermack＝McKendrick原モデルは，総人口規模一定の閉じた社会を想定し，上の３部類
が構成する S 区画，I 区画，そして R 区画間の移転経路が疫病の伝染経路と同一視される。そこ
での区画（compartment）は，そこの帰属者が均等に接触し，混り合うに十分大きな規模をもつもの
と仮定される。しかしながら，疫病の突発当初は，感染者自体の数は少数である筈であり，集団行

動原則が想定する情況との間には埋め難い乖離が認められる。

さらに，Kermack＝McKendrick原モデルにおける感染者の部類が構成する I 区画に属する個体
は，既に疫病感染している感染者であると同時に他者を感染者化し得る伝染者であると想定される。

このことは，上の増殖期間，潜伏期間の存在が抑々，想定の外に置かれていることを意味する。

かかるKermack＝McKendrick原モデルの不足を補うべく，Britton＝Pardoux［３］，Brauer＝Castillo−
Chavez＝Feng［２］，Brauer＝Castillo−Chavez［１］は，疫病突発の初期段階に作用する分枝過程
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（branching process）の適用を図った。結節点と，そこから発する枝が構成する疫病ネットワークに
おいて，疫病が経路としての枝の確率的選択を通じて逐次的に感染を拡散させていく過程が想定さ

れた。

他方，Kermack＝McKendrick原モデルの I 区画を，感染者（infected）であっても未だ他者への
伝染力をもたない潜伏者（exposed/latent）から成る潜伏区画 E と，時を経て他者への伝染力を備え
た伝染者から成る伝染区画（infectious compartment）I とに二分化し，構成し直された４次元微分方
程式体系である SEIR モデルへと拡張化する形で潜伏期間の導入が図られた。
そこで示唆されてくる疫病感染過程のシナリオは，まず，突発の初期段階に対しネットワークを

成す分枝過程が適用され，そこで疫病が終息すれば過程は終了となり，疫病が拡大すれば SEIR モ
デルの適用が図られるそれである。

我々の本稿の目的は，上のシナリオに拠りながら，疫病感染過程における解の性質と，解の安定

性を検討することにある。

まず，次節では Brauer＝Castillo−Chavez＝Feng, op, cit., Britton=Pardoux, op. cit., の示唆に拠り
ながら，突発の初期段階の分枝過程における経路の確率的選択を示す確率母函数のタームによる解

の特性と，解と基本再生産数との比較から解の安定性のあり方をみる。次いで，確率的選択が

Poisson分布にしたがう時の確率母函数のあり方をみる。
第２節では，まず，人口動態が考慮されず，線型化手法が適用不能である情況下での SIR，SEIR

モデルのそれぞれが導く最終規模関係と攻撃率の相互比較が試みられる。次いで，Martcheva［１４］
の示唆に拠りながら，人口動態が考慮されるところでの SEIR モデルの局所的安定性，大域的安定
性が妥当する条件の特定化がなされる。

最後に，若干の結論的言及がなされる筈である。

なお，本稿は最終稿ではない。

第１節 疫病感染突発

1．疫病ネットワーク

本節では，Kermack＝McKendrick区画モデルにおいて設けられた個体間の均質な混交の想定の
非現実性の改善化を図る。

本項では，均質な混交の想定に代わるべきそれとして分枝過程（branching process）の適用を試み
る。

さて，Kermack＝McKendrick区画モデルにおいては，個体間の混交が均質であるか，少くとも
人口の活動水準によって層化されるとき，その各下位グループにおいて均質であるとの仮定がなさ

れる。しかるに，疫病の突発（outbreak）が生ずる初期段階では，感染者数は極めて小規模であり，
また，その伝染のあり方も個体間の接触パターンに依存する確率的事象であるとみなすことが妥当

である。

かかる情況に対する接近法は，初期段階に限定される小規模突発（minor outbreak）と感染者数が
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指数的に増大し始めると起こる大規模疫病（major epidemic）とを区別しながら，感染者が小規模に
留まる場合に限り，疫病突発の発生に対し確率的分枝過程（stochastic branching process）による説
明を与えるそれである。このとき，疫病化が始まり個体間の接触の均質化が進めば，確定的区画モ

デルへの切り替えが図られる。ここで，大規模疫病は，人口の非ゼロの割合が感染化する情況を指

し，小規模突発は，感染人口が増加するものの人口に対して無視し得る割合に留まる情況を指す。

確率的疫病突発に対し，基本再生産数R０＜１の場合，感染が終息する確率は１となるのに対し，
R０＞１の場合，感染が当初増加するものの小規模突発を生むだけで大規模疫病を誘発する以前に
終息する確率は正の値をとる Kermack＝McKendrickタイプのモデルの行動と分枝過程モデルの行
動との間には大きな隔りがある。

さて，人口の成員たる個体を頂点（vertex）とし，個体間の接触を辺（edge）とするグラフの適用に
よって個体間接触のネットワーク（network）を表わそう。かかるグラフによる研究は，１９５０―６０年
代の Erdös＝Rényi［６］，［７］における抽象理論から発し，現在では，社会的交流（social contact），
コンピュータ・ネットワーク（computer network），さらに，伝染性疾患の拡散化にまで拡大化され
た応用範囲を誇っている。２）

方向をもつ頂点が構成する有向ネットワーク（direct network）（図－1）は，頂点が方向をもたない
非有向ネットワーク（undirect network）（図－2）と区別される。
１つの辺は，感染化を可能にする頂点間の接触を表わし，各頂点における辺の数は，頂点の次数

（degree）と呼ばれる。次数 κ をもつ頂点のネットワーク全体に占める割合を確率 pκで表わせば，

�
�

κ＝０
pκ＝１を満たす頂点の次数分布（degree distribution）�pκ�が得られる。

いま，図－3において，次数１をもつ頂点は E のみであり，κ＝１に対応する確率は p１＝
１
５
とな

る。同様に，次数２の頂点は B，D であり，p２＝
２
５
，以下，次数３の頂点は C であり，p３＝

１
５
，そし

て，次数４の頂点は A であり，p４＝
１
５
となる。このとき，�

�

κ＝１
pκ＝１を満たす pκの次数分布�pκ�＝

�
�
１
５
，
２
５
，
１
５
，
１
５
�
�がしたがう。（図－4参照。）
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さらに，頂点に入ってくる辺の数は入次数（in−degree），そこから出て行く辺の数は，出次数（out−
degree）と呼ばれる。入出の両方向の辺をもつとき，ネットワークは双方向的（bidirectional）である
と呼ばれる。以下では，双方向的ネットワークの場合が想定される。

ところで，個体間の接触は，必ずしもそのまま感染化を意味するものではない。個々の接触にお

いて，感染化する者もいれば未感染者に留まる者も存在し得る。したがって，実効感染の想定は，

確率的それに差し換えられなければならない。かかる確率は，接触の濃厚度（closeness），個体の
抗感染度に依存する。その確率の平均値 T は，伝染力（transmissibility）と呼ばれる。しかるに，本
稿では，T＝１，すなわち，すべての接触は感染をもたらす場合が仮定される。

2．分枝過程

本項では，疫病の初期突発がその規模を変化させていく過程を分枝過程（branching process）と見

A B

E
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D

図－3
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立て，その変化のあり方をみる。３）

すでに示唆したごとく，疫病の区画モデルは，人口の全成員が極めて少ない感染者と不均質な接

触をもつ可能性に反して均等な接触を仮定するため，疫病の突発時を描写するのには適当ではない。

ここに，確率的分枝過程モデルの適用が示唆されてくる。そこでは，たとえ疫病突発が１以上の値

の再生産数をもつとしても、それが小規模な突発でしかなく，大規模な疫病に発展することはない

可能性が排除されることなく許容される。したがって，より現実的な描写への接近法の１つの可能

性は，当初，分枝過程を用い，それから，区画モデルに転換していくそれである。もう１つの可能

性は，終始ネットワーク・モデルを用いるそれである。以下では，両者が関係づけられていく過程

が示される筈である。

さて，頂点が次数 κ をもつ確率を pκとするネットワーク，すなわち，配置モデル（configuration
model）型のそれを想定する。
このとき，確率変数 κ の取り得る値が０，１，２，…という整数であるとき，z を変数とする確率母函

数（probability generation function）

G０（z）＝�
�

κ＝０
pκzκ＝p０�p１z�p２z２�p３z３�…… （１）

が定義される。

一般に，確率分布の特徴を表わすのに積率（moment）が用いられるが，その計算は必ずしも容易
ではない。そのために，補助手段として母函数が用いられるごとくである。

（１）式において，�
�

κ＝０
pκ＝１であるから，右辺は，０＜z＜１に対して収束する。したがって，G０（z）は，

０＜z�１の範囲で存在している。もし，（１）式の右辺が１より大きいある定数 κ に対して１＜z＜κ
の範囲でも存在するならば，G０（z）を z＝１の近傍で形式的に微分することが許される。
ここで，項毎に微分すれば，

G０′（z）＝�
�

κ＝０
κpκzκ�１＝p１�２p２z�３p３z２�… ＝p１�O１（z） （２）

G０′′（z）＝�
�

κ＝０
κ（κ�１）pκzκ�２＝２p２�６p３z�１２p４z２�… ＝２！p２�O２（z） （３）

G０′′′（z）＝�
�

κ＝０
κ（κ�１）（κ�２）pκzκ�３＝６p３�２４p４z�… ＝３！p３�O３（z） （４）

……………

G０（k）（z）＝�
�

κ＝０
κ（κ�１）（κ�２）…（κ�k�１）pκzκ�k�…… ＝k！pk�Ok（z） （５）

がしたがう。ただし，Oκ（z）は，定数項以外の非定数項の一括和であり，正の値をとることが確か
められる。

ここで，母函数の１次導函数を z＝０で評価すると残余項 Oκ（z）＝０（κ＝０，１，２，…）がしたがうか
ら，（２）―（５）式は，

pκ＝G０（
κ）（０）
κ！ ， κ＝０，１，２，…… （６）
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を導く。

次に，母函数の１次導函数を z＝１で評価すると

G０′（１）＝p１�２p２�３p３�４p４�… ＝�
�

κ＝１
κpκ＝〈κ〉 （７）

がしたがう。（７）式は，確率変数 κ の母函数の z＝１における１次導函数がその平均値を与えること
を意味している。ここで，平均値を〈κ〉で表わそう。上の関係式は一般に，積率（moment）を計算す
るのに便利であり，積率は

〈κ j〉＝�
�

κ＝１
κ jpκ， j＝１，２，……∞ （８）

で定義される。

さて，ここで，ネットワークに疫病を組込んでみよう。疫病の伝染過程は，ある１つの頂点に対

応づけられた一患者が，そこから出る辺を通じて接触するすべての個体に疫病を感染させていく過

程であるとする。

いま，最初の接触がなされ伝染がスタートした後，新たな二次感染は，同頂点の未踏の辺を通し

てなされなければならない。伝染は辿って来た辺を逆行し得ないから，本来もつ辺数より１本少な

い辺しか通過し得ない。すなわち，本来の κ 次から１つ少ない κ�１次の頂点から再スタートする
ことになる。かかる κ�１次数は，残余次数（excess degree）と呼ばれる。したがって，新たに二次
感染を生む確率は，任意に選んだ辺が到達する先の頂点の次数 κ，ないし残余次数 κ�１と，かか
る頂点に遭遇する確率 pκとの積に等しい。すなわち，

qκ�１＝
κpκ
〈κ〉 （９）

で与えられる。ただし，�
�

κ＝１
qκ�１＝１となるべく平均値〈κ〉で正規化されている。

いま，残余次数 κ�１に対する確率 qκ�１の母函数 G１（z）は，

G１（z）＝�
�

κ＝１
qκ�１zκ�１＝�

�

κ＝１

κpκ
〈κ〉zκ�１＝ １

〈κ〉G０′（z） （１０）

で表わされる。このとき，残余次数の平均値を〈κe〉とすれば，

〈κe〉＝
１
〈κ〉�

�

κ＝１
κ（κ�１）pκ

＝
１
〈κ〉�

�

κ＝１
κ２pκ� １〈κ〉�

�

κ＝１
κ pκ

＝
〈κ２〉
〈κ〉�１＝G１′（１） （１１）

で与えられる。

しかるに，残余次数の平均値 G１′（１）は，当初の患者が惹き起した二次感染患者数の平均値であり，
疫病伝染の閾値（threshold）を与える。かかる閾値は，基本再生産数（basic reproduction number）R０
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に比定される。一般には，〈κe〉＝G１′（１）は，R０を介さず，

〈κe〉＝G１′（１）＝
z２
z１ （１２）

と表現されることが多い。ただし，z２＝�
�

κ＝１
κ（κ�１）pκ＝〈κ２〉�〈κ〉であり，適当に選ばれた頂点の二

次的濃厚接触者数である。

さて，かかる分枝過程を経て展開する感染が終息する可能性をみてみよう。

かかる終息可能性を確率表現するために，他の頂点によって既に感染化された二次感染化頂点

（secondary infected vertex）を想定する。いま，同頂点は j 個の辺をもつ，すなわち，j 次残余次数
をもつものとする。ここで，かかる感染が来たる n 段階，すなわち，n 世代（n generation）に至る
前に znの確率で終息するものとする。したがって，当初の二次感染化頂点から発する j 個の二次
感染は（n�１）世代に終息していなければならない。このとき，j 個の各々の二次感染にとってのこ
の終息の確率は，zn�１で表わされる。したがって，j 個すべての二次感染が（n�１）世代に終息する
確率は z j

n�１となる。しかるに，次数 j の頂点が選ばれる確率は q jであるから，z j
n�１は，q jでウエ

イトづけされなければならず，q j z j
n�１＝z j

nがしたがう。（図－5参照）。ここで，次数 j（ j＝０，１，…，∞）
にまたがる集計を施せば，

zn＝�
�

j＝０
zn＝�

�

j＝０
q j z j

n�１＝G１（zn�１），z０＝０ （１３）

がしたがう。最右辺は，zn�１を確率変数とする確率母函数である。しかるに，G１（z）は，増加函数
であり，znは増加列であるから，極限をもつ。これを z∞で表わせば，同感染がいずれは終息する
確率を与える。このとき，z∞は差分方程式

zn＝G１（zn�１），z０＝０ （１４）

の解の n→∞のときの極限となる。したがって，znは，上の差分方程式の均衡解，すなわち z＝G１（z）
の解とならなければならない。

いま，G１（z）�０，かつ，ω が z＝G１（z）の正の最小解となり，zn＜ω となる区間０＜z�ω が存在
するように G１（０）＞０を仮定しよう。（図－6参照。）しかるに，z∞は均衡解であり，ω は正の最小解で
あるから

z�G１（z）�G１（ω）＝ω，for ０＜z�ω （１５）

がしたがうから，帰納法によって

zn�ω，n＝０，１，…，∞ （１６）

がしたがい，

z∞＝ω （１７）

と帰納される。

ところで，G１（１）＝�
�

κ＝１
qκ�１＝１を想起すれば，G１（z）＝z は根 z＝１をもつ。G１（z）�z の１次導函
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数は G１′（z）�１＞０，かつ，２次導函数 G１′′（z）は，仮定より G１′′（z）＞０であるから，高々１つの根 z＝０
をとり得る。このことは，０�z�１において，高々２根をもつことを意味している。
さて，いま，G１′（１）＝R０を想起すれば，R０＜１のとき，函数 G１（z）�z は負の１次導函数をもち

G１′（z）�１�G１′（１）�１＝R０�１＜０ （１８）

がしたがい，G１（z）＝z が唯一の根 z＝１をもつ。（図－7（a）参照。）他方，R０＞１のとき，G１（z）�z は

n generations n�１generations

j

z j
n�１

secondary infected vertex

qj

initial secondary infected vertex

zn＝�
�

j＝０
qj z j

n�１＝G１（zn�１）

図－5
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z＝０において正値となり，z＝１においてゼロとなるから，z＝１の近傍において負となり，さらに，
その導函数は z＜１および１の近傍に対して正の値をとる。したがって G（z）＝z は，第２根 z∞＜１
をもつことが帰結される。（図－7（b）参照。）
しかるに，根 z∞は，当初の二次感染化頂点から出る辺の一つに沿ってもたらされた感染が終息

G１（z）

０ ω＝z∞
図－6

１

z∞＝１

図－7（a）

１

z∞ １

図－7（b）
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する確率であり，同頂点の残余次数とは独立となり，さらに，疫病突発がいずれ終息する確率は，

本来の感染の次数分布�pκ�にウエイトづけられた κ 次を成す頂点における当初感染が終息する確率
の κ にまたがる集計値となる。すなわち，

�
�

κ＝０
pκ zκ∞＝G０（z∞） （１９）

がしたがう。

以上を約言すれば，R０＜１のとき，感染が終息する確率は１となり，逆にR０＞１のとき，G１（z）�z
の解 z∞＜１が存在し，感染が残存し，疫病に発展化する確率１�G０（z∞）＞０が存在する。しかしな
がら，感染が当初拡大するが小規模突発に留まり，大規模疫病を誘発する以前に終息する正の確率

G０（zn）が存在する。かかる小規模突発と大規模疫病とが識別化されること，また，小規模突発に留

まり大規模疫病化しないことは，確定的モデルには反映されず確率的モデルのみが導き得る局面で

あると結論される。

3．Poisson分布

本項では，人口個体間の接触が集団行動の仮定に対応してランダムなそれとなるとき，頂点の次

数の確率分布が Poisson分布（Poisson distribution）にしたがう状況における確率母函数を導く。４）

集団行動法則（Law of Mass Action）が妥当するところでは個体間の混交は均質となり，接触は各
区画内の個体数のみに依存し，単位時間当たりの新規疫病感染者数は，感染者 I（t）と未感染者 S（t）
の積に一定率の感染係数を乗じた値として表わされる。しかるに，既に示唆したごとく，感染者数

が少ない初期突発時においては個体間の接触はランダム（random）なそれであるとみなす方が適切
である。以下では，頂点の次数分布が Poisson分布に特定されるものとする。
さて，次数分布が Poisson分布にしたがうところでの確率母函数を導くことにする。
いま，一般的な工業製品の品質管理の局面における Poisson分布のあり方を概観しておこう。
いま，確率 p で不良品が混在する製品の中から大きさ n のランダム標本を抜き取るとき，その

中に x 個の不良品が含まれる確率を求めるものとする。問題を一般的形に設定すれば，

［問題］

ある事象 A の起こる確率が p である試行を継続して n 回行なうとき，その中で事象 A が x 回
起こる確率を求めよ。

と表現される。

このとき，x＝０，１，２，…，n と変化するとき，n 個の試行中事象 A が起こる回数 x の確率分布は，
q＝１�p とすれば，二項分布（binominal distribution）

P（X＝x）＝��
n
x
�
�pxqn�x （２０）

で与えられることが知られている。二項分布という命名の由来は，
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�
���

�

B（x；n，p）＝�
���

��
�

n
x
�
�pxqn�x＝（p�q）n＝１ （２１）

がしたがい，二項分布の各確率が二項式（p�q）nの展開の各項となっていることにある。
いま，（２０）式を展開すれば，

�
�

n
x
�
�pxqn�x＝

n（n�１）…（n�x�１）
x！

�
�

x

n
�
�

x�
�１�

λ

n
�
�

n�x

＝
λx

x！
�
�１�

１
n
�
�
�
�１�

２
n
�
�……

�
�１�

x�１
n
�
�
�
�１�

λ

n
�
�

n�x
（２２）

を得る。ただし，np＝λ＝const.である。しかるに，x が大きくなると確率は殆んど０になってしま
うから，近似的に

�
�１�

１
n
�
�
�
�１�

２
n
�
�……

�
�１�

x�１
n
�
�≒１ （２３）

がしたがう。さらに

lim
x→０
（１�x）

１
x＝e （２４）

を想起すれば，λ/n＝p が小さいとき

�
�１�

λ

n
�
�

n�x
＝�	
�
�１�

λ

n
�
�
�n
λ

�
（�λ�λn x）

≒e�λ （２５）

を得る。したがって，上の二項分布は，近似的に

B（x；n，p）≒ λ
x

x！e�λ （２６）

と簡単化される。このとき，右辺を P（x；λ）と置けば，漸化式

P（x�１；λ）＝ λ

x�１P（x；λ），where P（０；λ）＝e�λ （２７）

がしたがう。ここで，上で得られた P（x；λ）を確率とする新しい確率変数を X とする，すなわち

P（X＝x）＝P（x；λ）＝ λ
x

x！e�λ （２８）

と設定してみよう。しかるに，これが確率分布を表わすためには，X のとり得るすべての値に対
して（２８）式の和が１とならなければならない。X のとり得る値を x＝０，１，…，n，…とすれば

eλ＝�
���

�

λx

x！ （２９）

なる関係を用いると
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�
���

�

P（x；λ）＝�
���

�

λx

x！e�λ＝ e�λeλ＝１ （３０）

を得る。したがって，（２８）式で定義される確率は（２９）式で与えられる X の値で，新しい確率分布を
なす。かかる分布は，Poisson分布（Poisson distribution）と呼ばれる。
さて，ここで，疫病突発の文脈に戻り，頂点の次数分布が Poisson分布にしたがうものとすると，

ある定数 c に対して，

G０（z）＝�
�

κ＝０
pκ zκ＝�

�

κ＝０
�
�

e�ccκ
κ！
�
�zκ

＝e�c�
�

κ＝０
（cz）κ
κ！＝e�ce�cz＝ec（z�１） （３１）

……………

G０（k）（z）＝ckec（z�１） （３２）

がしたがう。しかるに，上の Poisson分布に関する展開を疫病伝染ネットワークに適用すれば，適
当に選ばれた個体による接触数が次数 κ に一致する確率 pκは Poisson分布

pκ＝e�ccκ
κ！ （３３）

で与えられる。ただし，c は定数である。ここで，Poisson分布にしたがう pκの確率母函数は

G０（z）＝�
�

κ＝０
pκ zκ＝�

�

κ＝０
e�ccκ
κ！ zκ （３４）

で定義される。ここで，（２９）式の関係を再び想起すれば，母函数（（３４）式）は

G０（z）＝ec（z�１） （３５）

と簡単化される。また，

G０（k）（z）＝ckec（z�１） （３６）

がしたがう。しかるに，

G０（z）＝�
�

κ＝０
e�ccκ
κ！ zκ＝ec（z�１）＝�

�

κ＝１
e�ccκ
κ！ zκ＝G１（z） （３７）

がしたがい，G０（z）と G１（z）が κ と独立となり，さらに，

G０′（１）＝G１′（１）＝c （３８）

がしたがうから，G１′（１）＝R０を想起すれば，

G１（z）＝G０（z）＝eR０（z�１） （３９）

が導かれる。
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１） Lund［１３］参照。同法則は，化学の文献に言う‘質量作用法則’に同じである。

２） 疫学（epidemiology）へのネットワーク議論の適用例として，Tassier［１７］（Chap.６）参照。

３） Britton＝Pardoux［３］（Appendix），Brauer＝Castillo−Chavez＝Feng［２］（Chap.４），Brauer＝Castillo−Chavez

［１］（Chap.９）に多くを負う。

４） Britton＝Pardoux, op. cit.,（Appendix）参照。

第２節 潜伏期間

1．SEIR モデル

本節では，感染から発症，さらには伝染化に至る過程に時間ラグが介在する情況における区画モ

デルのあり方をみる。

本項では，感染過程において，潜伏期間が介在する場合に対する SEIR モデルのあり方をみる。
前節でみたごとく，Kermack＝McKendrick区画モデルにおける個体間の接触は，各区画内の個

体数にのみ依存し，感染が個体間の直接的接触を通じてなされるに際し，集団行動法則に基づく均

質的な混交が想定された。

しかるに，疫病突発の初期時点においては感染者，したがって伝染者も少ない筈であり均質的混

交の想定は非現実的なそれであるとの批判に晒されてきた。前節においては，かかる批判に対処す

べく，疫病ネットワークを通じた分枝過程の適用の試みを図った。そこで，疫病終息化と大規模疫

病への発展化との二つの可能性の存在が指摘された。１つの妥当な接近法として，まず，分枝過程

を適用し，大規模疫病への発展化の出現に対しては区画モデルの適用を図る手順が示唆された。

しかるに，Kermack＝McKendrickモデルにおいては，SIS，SIR にみられるごとく感染化と同時
に個体は感染者，更には伝染者となるものと想定されてきた。以下では，かかる同時性を排し，感

染化，発症化，伝染化の間に時間ラグを設ける SEIR モデルのあり方をみる。
疫病の感染は，病原体が１つの宿主から他者のそれに伝染することから始まる。病原体は，宿主

の体内に侵入後，宿主の免疫反応（immune response）をすり抜けるかそれに打ち勝つことができ，
増殖ないし複製し得ることが必要となる。病原体が十分多数にまで数を蓄積し目標器官に到達する

と，宿主母体に対し，宿主が発症化し他者に病原体を伝染させ得るに足る程の損傷を与え始める。

このとき，感染時点から発症するまでの期間を増殖期間（incubation period），感染時点から他者へ
の伝染可能化時点までを潜伏期間（exposed/latent period），宿主が伝染者たる期間を伝染期間（infec-
tious period）と呼ぶ。（図－8参照。５））
ところで，疫病の潜伏性を数学モデルに取込むためには潜伏性に関していくかの仮定を設けなけ

ればならない。最も簡単な方法は，潜伏性を想定しなかった Kermack＝McKendrick区画における
感染区画（infected compartment）I を潜伏区画（latent conpartment）E と伝染区画（infectious com-
partment）I とに二分するそれである。このとき，潜伏者は既感染者ではあるが未だ他に感染を及
ぼす伝染者ではない。さらに，潜伏者区画 E から伝染者区画 I への移行は一定の伝染率 є による
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єE で与えられる比例率仮定を満たすものと仮定される。このことは，宿主の潜伏性が指数分布を
もち，その平均潜伏期間が１/є となることを仮定することと同値である。
さて，上の図－8の潜伏期間を取込んだ感染の区画間の移転の流れは図－9に示される。ただし，

Λ（N）は移入，誕生等の人口動態（demography）を表わす項で，一般に人口総数 N の函数とみなさ
れる。β は集団行動法則に基づく個体間接触にともなう感染率を表わす。є は伝染率，ν は回復率
であり，自らの個体数に比例的に作用する移転率（transfer rate）を成す。例えば e�νtは，伝染者と
化した後，時間［０，t）の間，そこに留り続ける伝染者数の割合を与えるから，伝染者期間の長さは，

平均値�
�

�

e�νtdt＝１
ν
をもつ指数分布（exponential distribution）で与えられる。６）

上の移転図にしたがう感染モデルは SEIR モデルと呼ばれ，微分方程式体系
�

S（t）＝Λ（N（t））�βS（t）I（t）�d１S（t） （４０）

�

E（t）＝βS（t）I（t）�（є�d２）E（t） （４１）

�

I（t）＝єE（t）�（ν�d３）I（t） （４２）

�

R（t）＝νI（t）�d４R（t） （４３）

N（t）＝S（t）�E（t）�I（t）�R（t） （４４）

で与えられる。ただし d１，d２，d３，d４は各区画における自然死亡率である。
まず，上の SEIR モデルの動学を確かめる前に，対比のために最も簡単な人口動態，潜伏性のな

beginning of
infectiousness

end of
infectiousness

time of infection outset of
symptons

recovery

latent/exposed
period infectious period

incubation period

図－8

Λ（N） βIS єE νI
S E I R

d１S d２E d３I d４R

図－9
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い Kermack＝McKendrick原モデルに由来する SIR モデル
�

S＝βSI （４５）

�

I＝（βS�α）I （４６）

S０�I０＝N，S（０）＝S０，I（０）＝I０ （４７）

を想起する７）。ただし，α は区画 I から体系外へ排除されていく感染者の比率，排除率を表わす。
以下で，時間変数 t は削除される。
上の体系（（４５）―（４７）式）は，２次元自律系微分方程式であるから，まず，均衡点を探し出し，各

均衡点の回りに線型近似化を図り，その安定性を判定するのが常套的手続きであるが，I＝０をも
つすべての点が均衡点となるため体系の均衡は線を成し，各均衡における線型化行列はゼロの固有

値をもつこととなり，かかる手続きは適用不能となる。

ここで，線型化に代わる手続き試みる。体系の２本の方程式（４５），（４６）式を合計すると

� �

S�I＝�αI （４８）

を得る。したがって，S�I は非負平滑減少函数となり t→∞のとき極限点をもち，また，その導
函数はゼロに収束しなければならない。すなわち，

I∞＝lim
t→∞

I（t）＝０ （４９）

がしたがい，S�I は極限 S∞をもつ。
いま，（４５），（４６）式の和を区間［０，∞）において積分すると

α�
�

�

I（t）dt＝S０�S∞�I０�I∞＝N�S∞ （５０）

を得る。さらに，（４５）式を S で除し，［０，∞）において積分すれば

log S０
S∞
＝β�

�

�

I（t）dt＝β
α
［n�S∞］＝R０��１�

S∞
N
�
� （５１）

がしたがう。ただし，R０＝βS０/α であり，基本再生産数（basic reproduction number）と呼ばれ閾
� �

値（threshold）を構成する。R０＜１ならば I＜０，したがって感染は収束し，R０＞１ならば I＞０と
なり感染は拡大し疫病へと発展する。しかるに，（５１）式は基本再生産数と疫病規模の間の関係を与

え，疫病の最終規模関係（final size relation）と呼ばれる。また，（５１）式における N�S∞項は，疫

病進行中に感染者化した個体数を与える。この項は，１�S∞
N の形で疫病の攻撃率（attack ratio）と

呼ばれる。８）

ところで，上の最終規模関係は SIR モデルに留まらず，より複雑な区画構造をもつモデルの場
合にも一般化し得る。

以上の手続きを潜伏性をもつ SEIR モデルに拡大適用してみよう。ただし，対比のため人口動態，
未感染者，潜伏者，伝染者区画からの排除は含まないものとする。このとき，体系は
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�

S＝�βSI （５２）

�

E＝βSI�κE （５３）

�

I＝κE�αI （５４）

と表現し直される。ただし，N＝S�E�I�R である。同体系は，上の SIR モデルにおける I を
E�I に置き換えただけの構造をもち，同様の別法の適用が示唆される。
ここで，潜伏期間中も，ε の率で εE の分だけ感染力が及ぶものとしよう。したがって，体系は，

再び書き改められる。すなわち，

�

S＝�βS（I�εE） （５５）

�

E＝βS（I�εE）�κE （５６）

�

I＝κE�αI （５７）

がしたがう。ただし，N＝S�E�I�R，かつ，初期条件 S（０）＝S０，E（０）＝E０，I（０）＝I０がしたが
うものとする。

� � �

まず，基本再生産数R０を特定しておこう。上の体系（（５５）―（５７）式）から S＝E＝I＝０を満たす
均衡体系を導き，また，S＝N を考慮すれば，代入を経て

βNI�βN εκ I�αI＝０ （５８）

or βN
α
�ε βNκ ＝１ （５９）

を得る。しかるに，基本再生産数R０は，疫病の終息か拡大化かの境界を成す閾値を１として定義
されるから，

R０＝βN
α
�ε βNκ （６０）

がしたがう。

ここで，体系（（５２）―（５４）式）の方程式の和を区間［０，∞）において積分すれば

N�S∞＝α�
�

�

I（s）ds （６１）

を得る。さらに，（５７）式の積分は

κ�
�

�

E（s）ds＝�
�

�

I（s）ds�I０ （６２）

で与えられる。いま，（５５）式を S で除し，［０，∞）において積分し，（６１），（６２）式を考慮すれば，最終
規模関係

log S０
S∞
＝�

�

�

β［I（S）］�εE（S）］ds
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＝β�
�

�

［I（S）�εE（S）］ds

＝β��ε�
κ
α
�
���

�

E（s）ds�εβI０κ ＝R０
�
�１�

S∞
N
�
��
εβI０
κ （６３）

がしたがう。

しかるに，（６３）式の最終規模関係には初期条件 I（０）＝I０に由来する
εI０
κ 項が含まれている。この

事実は，何がしかの被感染可能性をもっていた筈の潜伏期間をのり越える初期感染者 I０の存在の仮
定からもたらされた。かかる初期条件由来の項が排除された最終規模関係を導くためには，初期条

件 I（０）＝０を仮定しなければならない。この仮定の下で，（６３）式の最終規模関係は，上の SIR モ
デルにおける（５１）式のそれとおなじ形をもつことが結論される。

2．SEIR モデルの解の局所的安定性

本項では，人口動態を含む SEIR モデル体系の解の局所的安定性をみる。
いま，人口動態項を含む SEIR モデル（（４０）―（４４）式）に立返って，その均衡点を特定しよう。以

下で，簡単化のために，人口動態項 Λ（N）を線型化し，単に Λ で表わし，自然出生率（natural birth
rate）と呼ぶ。均衡体系は，

Λ�βSI�d１S＝０ （６４）

βSI�（є�d２）E＝０ （６５）

єE�（ν�d３）I＝０ （６６）

νI�d４R＝０ （６７）

で与えられる。ただし，初期値 S（０）＝S０＞０，E（０）＝E０，I（０）＝I０，R（０）＝R０が仮定される。
まず，無病均衡（disease−free equilibrium）を特定する。いま，伝染者が存在しない，すなわち，

I＝０に対して，上の（６４）式は S＝ Λd１
を与えるのに対し，（６５）―（６７）式は，I＝E＝R＝０を意味し，

無病均衡 E０＝�	
Λ

d１，０，０，０


�を導く。

次に，地方病均衡（endemic equilibrium）を求めるべく，まず，（６６）式を E について解けば

E＝d３�ν
є I （６８）

がしたがう。これを（６５）式に代入すれば

βS＝（d２�є）（d３�ν）
є （６９）

を得る。したがって
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S＝（d２�є）（d３�ν）
βє （７０）

がしたがう。

さらに，（６４）式を想起すれば

I＝ Λ
βS�

d１
β
＝

Λє
（d２�є）（d３�ν）�

d１
β
＝

d１
β
（R０�１） （７１）

がしたがう。ただし，

R０＝ Λβє
（d２�є）（d３�ν）d１ （７２）

であり，基本再生産数（basic reproduction number）を与える。R０は正である。もし，感染が生じ

ない，すなわち β＝０ならばR０＝０となる。とりわけ， Λd１は無病均衡 E０における未感染者であ

り，βΛ/d１（d３�ν）は，一人の伝染者が生み出す二次感染者数に相当し，є/（d２�є）は，潜伏期を生
き伸びて実際に伝染者となる新規感染者割合を表わす。

以上から，上の SEIR 体系は，一意の無病均衡 E０＝��
Λ

d１
，０，０，０��をもち，さらに，R０＞１のと

き，同体系は，一意の地方病均衡 E＊＝（S＊，E＊，I＊，R＊）をもつことが帰結される。ただし，

S＊＝（d２�є）（d３�ν）
βє （７３）

E＊＝（d３�ν）
є

d２
β
（R０�１） （７４）

I＊＝d１
β
（R０�１） （７５）

R＊＝ ν
β
（R０�１） （７６）

である。

以下で，上の均衡の局所的安定性をみてみよう。

ところで，SIS，SIR モデルを含む大域的分析に開発された数学的手法は，３次ないしそれ以上
の次元のモデルに対しては適合しない。たとえば，循環系を排除するための Dulac基準（Dulac crite-
rion），Bendixson定理（Bendixson’s theorem）は２次元体系にのみ適用可能であった。それ以上の
次元のモデルに対しては有効とはならない。いかなる次元数に対しても適用可能な新たな手法の開

発が求められる。

しかるに，SIR モデルに対してなされる局所的分析の多くがより高次の体系の場合にもなされる
可能性がある。すなわち，無病均衡と地方病均衡とに区分される均衡に再び注意を向け，Jacobian
行列を評価することによってこれらの均衡の周りの線型化を考慮しなければならない。高次元体系

に対して特性方程式

｜J�λI｜＝０ （７７）
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のすべての特性根が負の実部をもつか，負であるという安定性の証明の原理が依然妥当する。かか

る事実は，Hartman＝Grobman定理（Hartman＝Grobman theorem）と，すべての特性根が負の実部
をもつとき，そしてその限りにおいて，ゼロが定数係数をもつ線型体系の漸近安定解（asymptotically
stable solution）となる事実とによって保証される。
さて，いま，上の体系（（６４）―（６７）式）の均衡の局所的安定性をみるために Jacobian行列を導けば

J＝（ ）
�βI�d１
βI
０

０

０

�（d２�є）
є
０

�βS
βS

�（d３�ν）
ν

０

０

０

�d４

（７８）

がしたがう。ここで，同行列を無病均衡 E０で評価すれば

J（E０）＝（ ）
�d１
０

０

０

０

�（d２�є）
є
０

�βS
βS

�（d３�ν）
ν

０

０

０

�d４

（７９）

を得る。このとき，E０における Jacobian行列の特性方程式｜J（E０）�λI｜＝０は，�d１，�d４に等し
い２根をもち，残る根は，以下の方程式

�
�
�

�（d２�є�λ）
є

βS
�（d３�ν�λ）

�
�
�
＝０ （８０）

の解となる。（８０）式は，次の２次元特性方程式

（d２�є�λ）（d３�ν�λ）�βє Λd１＝０ （８１）

を導く。ただし，I＝０であるから（６４）式より，Λ＝d１S，すなわち S＝Λ/d１がしたがう。
以上から，無病均衡 E０は，R０＜１のとき局所漸近安定的（locally asymptotically stable）となり，

逆に，R０＞１のときに不安定となると結論される。
次に，地方病均衡の局所的安定性に目を転じよう。

上と同様の手続きを適用し，まず，Jacobian行列を導き地方病均衡 E＊で評価し，特性方程式
｜J（E＊）�λI｜＝０を求めると

�
�
�
�
�
�
�

�βI�d１�λ
βI
０

０

０

�（d２�є�λ）
є
０

�βS
βS

�（d３�ν�λ）
ν

０

０

０

�（d４�λ）

�
�
�
�
�
�
�

＝０ （８２）

を得る。最終列で展開すると，特性方程式は�d４に等しい根をもち，残る根は以下の方程式
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�
�
�
�
�

�βI�d１�λ
βI
０

０

�（d２�є�λ）
є

�βS
βS

�（d３�ν�λ）

�
�
�
�
�

＝０ （８３）

の解となる。

いま，上の行列式を展開し，若干の簡単化を図ると，以下の多項特性方程式

（βI＊�d１�λ）（d２�є�λ）（d３�ν�λ）＝βS＊є（d４�λ） （８４）

がしたがう。

ところで，上の方程式のすべての解が負の実部をもつことを確かめるための伝統的方法は，Routh
＝Hurwicz基準（Routh＝Hurwicz criterion）を適用するそれである。しかるに，以下ではMartcheva
が示唆する簡便法を適用しよう。９）

いま，非負の実部をもつ λ が存在するものと仮定する。このとき，方程式の両辺を d４�λ で除し，
その絶対値をとると

｜βI＊�d１�λ｜｜d２�є�λ｜｜d３�ν�λ｜
｜d４�λ｜ ＝βєS＊ （８５）

を得る。しかるに，地方病均衡 E＊において，S＊＝（d２�є）（d３�ν）/βє であることを想起すれば

βєS＊＝（d２�є）（d３�ν） （８６）

がしたがうから，（８５）式の左辺から実数か虚数かを問わず，非負の実部をもつ限りすべての λ の

値に対し

｜βI＊�d１�λ｜
｜d４�λ｜ ＞１ （８７）

がしたがう。もし，λ＝x�yi と特定すれば

｜βI＊�d１�λ｜｜d２�є�λ｜｜d３�ν�λ｜
｜d４�λ｜ ＞｜d２�є�λ｜｜d３�ν�λ｜

�｜d２�є�x｜｜d３�ν�x｜

�（d２�є）（d３�ν）＝βєS＊ （８８）

がしたがう。（８８）式の関係は，非負の実数をもつ λ に対して，左辺は常に右辺より大きく，した

がって，特性方程式はかかる解をもち得ない，すなわち，すべての解が負の実部をもつことが結論

される。

以上から，地方病均衡 E＊は，R０＞１のとき，局所漸近安定的となることが帰結される。

3．SEIR モデルの解の大域的安定性

本項では，潜伏期間過程を含む高次元感染体系を成す SEIR モデルの解の大域的安定性をみる。
一般に，高次元体系に対して，その解の大域的安定性を確証し得るいくつかの手法のうち，
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Lyapunov函数を用いるそれが最も利用度が高い。
まず，Lyapunov函数の最も重要な特性をみておこう。

�

いま，Rn→Rnなる函数 f に対し，x＊を x＝f（x）の解とするとき，Rn→Rなるスカラー函数 V（x）
が

V（x）→∞ if ｜｜x｜｜→∞ （８９）

を満たすとき，V（x）は放射状非有界（radially unbounded）と呼ばれ，V : Rn→Rなる連続スカラー
函数 V が

V（x＊）＝０ （９０）

V（x）�０ for x��x＊ （９１）

を満たすとき，V（x）は空間領域において正定値（positive definite）であると呼ばれる。
ここで，微分方程式体系に沿った導函数

�

V（０）＝dV（x（t））
dt ＝

�V
�x

dx
dt （９２）

が定義できるものとする。このとき，Lyapunov安定性定理（Lyapunov stability theorem）がしたが
う。

［Lyapunov安定性定理］
もし，函数 V（x）が，大域的に正定値であり，かつ，放射状非有界であるならば，すなわち，

�

V（x）＜０ for all x��x＊ （９３）

ならば，均衡点 x＊は大域的安定である。

上の定理の要件を満たす函数 V（x）は，Lyapunov函数（Lyapunov function）と呼ばれる。Lyapunov
函数を探し出すための確定的ルールは存在しないが，もし探し得たならば，それは均衡の大域的安

定性に確証を与える。

しかるに，上の Lyapunov安定性定理は，Lyapunov函数の時間に関する導函数が厳密に負であ
ることを要請する。しかしながら，LaSalle［１０］によって与えられた Lyapunov函数の拡張化は，
非正であることを示すだけでも十分である場合が多いことを示唆する。

［Krasovkii＝LaSalle定理］
�f（x＊）＝０を満たす均衡 x＊をもつ自律系微分方程式体系 x＝f（x）を考え，連続微分可能函数

V : Rn→Rが存在し，全域において正定値，かつ放射状非有界であり，また
�

V（x）�０ for all t and x�Rn （９４）

を満たすものとする。さらに，不変集合（invariant set）

�

I＝�x�Rn｜V（x）＝０� （９５）
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を定義する。

このとき，I が均衡 x＊のみを含むならば，x＊は大局的安定である。

さて，以上の準備の下で，SEIR モデルの無病均衡と地方的均衡の大域的安定性を確かめる。
ところで，４次元体系 SEIR モデルの最初の３変数（S，E，I）のみの空間において SEIR モデルを

考えるとき，３変数に対する無病均衡が大域的に安定であるならば R（t）→０となり，４変数の完全
モデルの無病均衡が大域的に安定となることを確認した上で，R３�における Lyapunov函数の候補

V＝κ��S�S＊�S＊log S
S＊
�
��

１
d２�є E�１є I （９６）

を考える。ただし，κ＞０は未定係数であり，S＊＝ Λd１
である。

まず，無病均衡において，V＝０となることを確かめておこう。

すべての（S，E，I）����
Λ

d１，０，０
�
�に対して

κS＊��
S

S＊�１�log S
S＊
�
�＞０ （９７）

がしたがう。一般に，函数 g（x）＝x�１�log x は，x＝１において大域的最小値を実現し g（x）＝０を
満たす。したがって，x��１，かつ x＞０なるすべての x に対し g（x）＞０となる。これより，（９６）式

� �

第１項は正となる。第２項，第３項は明らかに正であり，上の（６５）式における E の負の項は I の
正の項と相殺されるように E，I の係数が選ばれれば良いことになる。さらに，V は明らかに放射
状非有界となる。

ここで，V の t に関する導函数を導こう。

� � � �dV
dt＝V＝κ��１�

S＊
S
�
�S� １

d２�є E�１є I

＝κ��１�
S＊
S
�
�（Λ�βSI�d１S）� １

d２�є
�
�βSI�（d２�є）E���

１
є（єE�（d３�ν）I）

＝２κΛ�βκSI�κd１S�Λ
２κ

d１S
�Λβκd１

I� β

d２�є SI�d３�ν
є I （９８）

を得る。最後の表現は，S＊/S＝１において V が最小値をとる事実からしたがう。いま，κ＝１/（d２�є）
と設定すると，SI 項は同一係数をもつ正負の符号を異にする項であるから

�dV
dt ＝V＝�κΛ��

Λ

d１S
� d１S
Λ
�２���

d３�ν
є （R０�１）I （９９）

がしたがう。しかるに，a＝Λ/d１とすると

Λ

d１S
� d１S
Λ
�２＝a�１a�２＝

a２�２a�１
a ＝

（a�１）２
a ＞０ （１００）

がしたがう。
�

したがって，R０＜１のとき，すべての（S，E，I）��（S＊，０，０）に対し V＜０がしたがうから，Lyapunov
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安定性定理から，無病均衡は大域的漸近安定解となることが帰結される。

次に，地方病均衡の大域的安定性に目を転じよう。

Lyapunov函数を通じた SEIR モデルの地方病均衡の大域的安定性は Korobeinikov＝Maini［９］
によって証明された１０）。さらに，Martcheva, op, cit.,は，次の補助定理，すなわち，正の整数 x１，
x２，……，xnに対し，その算術平均はその幾何平均よりも大きいか，もしくは等しいこと，特に

x１�x２�……�xn
n �

n
�x１x２…… xn （１０１）

を主張するそれを援用し，R０＞１の下での地方病均衡の大域的漸近安定性を証明した。以下では，
Martcheva, op, cit.,の証明手続きに準じながら，上の体系（（６４）―（６５）式）の地方病均衡の大域的漸
近安定性を確かめることにする。１１）

再び，体系の最初の３要素（S，E，I）のみを考慮することにし，体系が R３�に属するものと仮定す
る。ここで，Lyapunov函数

V＝κ１（S�S＊�S＊log S
S＊）�κ２（E�E＊�E＊log E

E＊）�κ３（I�I＊�I＊log I
I＊） （１０２）

を定義する。ただし，κ１＞０，κ２＞０，かつ κ３＞０は後に決定される。（S，E，I）＝（S＊，E＊，I＊）である
とき，V＝０，その他の場合に V＞０がしたがうことに注意すれば，V は，また，放射状非有界と
なる。

さて，上の Lyapunov函数の時間に関する導函数を求めれば

� � � �dV
dt ＝V＝κ１��１�

S＊
S
�
�S�κ２��１�

E＊
E
�
�E�κ３��１�

I＊
I
�
�I

＝κ１��１�
S＊
S
�
�（Λ�βSI�d１S）�κ２��１�

E＊
E
�
�（βSI�（є�d２）E）

�κ３��１�
I＊
I
�
�（єE�（ν�d３）） （１０３）

がしたがう。ここで，自然出生率 Λ を均衡方程式，すなわち，Λ＝βS＊I＊�d１S＊で入れ替え，整理
すれば

�dV
dt ＝V＝�κ１（S�S＊）２

S �κ１βS＊I＊�κ１βSI�κ１β S＊２

S I＊�κ１βS＊I

�κ２βSI�κ２（є�d２）E�κ２β E＊SI
E �κ２（є�d２）E＊

�κ３єE�κ３（ν�d３）I�κ３єE＊ I＊E
I �κ３（ν�d３）I＊ （１０４）

と展開される。いま，κ１＝κ２と設定すると�κ１βSI と κ２βSI は相殺され，また，分数項に対して均
衡値によって乗除すれば，（（１０４）式）は，さらに，

�dV
dt ＝V＝�κ１（S�S＊）２

S �κ１βS＊I＊�κ１β S＊I
S �κ１βS＊I
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�κ２（є�d２）E�κ２βS＊I＊ E＊SI
ES＊I＊�κ２（є�d２）E＊

�κ３єE�κ３（ν�d３）I�κ３єE＊ I＊E
IE＊ （１０５）

と変形される。

しかるに，すべての定数項は正，分数項は負であるから，すべての定数項と分数項を結合しよう。

まず，κ１＝κ２の想定から，均衡方程式 βS＊I＊＝（є�d２）E＊がしたがう。ここで，

κ３（ν�d３）I＊＝κ２（є�d２）E＊ （１０６）

となるように κ３を選ばなければならない。このとき，κ３＝κ２є�d２
є であるから

�dV
dt ＝V＝�κ１（S�S＊）２

S �κ１βS＊I＊��３�
S＊
S �

E＊SI
ES＊I＊�

I＊E
IE＊
�
�

�（κ１βS＊�κ３（ν�d３））I�（κ３є�κ２（є�d２））E （１０７）

を得る。κ３＝κ２（є�d２）/є を想起すれば，（１０７）式の最後の２項はゼロとなる。したがって，いま，
κ１＝κ２＝１と設定すれば

κ３＝ є�d２
є （１０８）

を得る。（１０８）式を考慮すれば，Lyapunov函数の導函数は

�dV
dt ＝V＝�（S�S＊）２

S �βS＊I＊��３�
S＊
S �

E＊SI
ES＊I＊�

I＊E
IE＊
�
� （１０９）

で表わされる。しかるに，（１０９）式の最初の項は，S＝S＊でない限り負となる。したがって，（１０９）式
が負となるためには右辺［ ］内が負となることを示せばよい。

さて，

S＊
S ・

E＊SI
ES＊I＊・

I＊E
IE＊＝１ （１１０）

がしたがうことに注意し，上の補助定理を適用すれば，算術平均は幾何平均より大きいから

S＊
S �

E＊SI
ES＊I＊�

I＊E
IE＊�３ （１１１）

がしたがう。したがって，上の導函数の右辺第２項は非正，さらに，（S，E，I）＝（S＊，E＊，I＊）のとき
常にゼロとなるから，

�dV
dt ＝V�０ （１１２）

がしたがう。いま，Lyapunov函数 V がゼロに等しい不変集合

�

I＝�x�Rn｜V（x）＝０� （１１３）
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を想定する。さらに，

S＝S＊ and S＊
S �

E＊SI
ES＊I＊�

I＊E
IE＊＝３ （１１４）

� �

が満たされるとき，そして，その限りにおいて V＝０となる。S＝S＊から dS/dt＝S＝０となり，上
の体系の第１式（６４）式から I＝I＊と結論し得る。このとき，（１１４）式から

E＊
E �

E
E＊＝２ （１１５）

を得る。しかるに，E＝E＊であるとき，そして，その限りにおいて（１１４）式が満たされるから，上

の不変集合 I は，単体均衡（S＊，E＊，I＊）から成る，したがって，均衡（S＊，E＊，I＊）のみを含むこと
になり，Krasovkii＝LaSalle定理から，地方病均衡は大域的安定解となることが帰結される。

５） Li［１１］,Figure１９に準ずる。本図では，宿主が伝染者となってから，感染徴候が見えてくる場合が示される。

６） є についても，同様であるものとする。
７） このとき，S と I が確認できれば R は決まってくるから R は省略される。ただし，かかる場合における R

区画は病死によって排除される個体ではなく，回復者のみを含むもでなくてはならない。

８） 文献において，ratioであるべきところが rateと混同されることが多い。

９） Martcheva, op.cit.,（Chap.７）参照。

１０） 別証として，Li＝Muldowney［１２］参照。

１１） 以下の展開の多くをMartcheva, op.cit.,（Chap.７）に負う。

結びにかえて

産業革命の進行とフランス革命の影響の下で，既存の政治経済制度への批判が高まる中，地主主

導の既存体制を擁護する立場をとった T. R. Malthus（１７６６―１８３４）は，また，人口の指数的成長を最
初に予言した人でもあった。さらに，Malthusは，かかる指数的人口成長に見合う食糧供給が見込
めないとして人口爆発という大災難が発生する可能性を予言した。

人口の自然出生率 b，自然死亡率 μ の下で，純出生率 r≡b�μ を定義するとき，初期条件 x（０）＝x０

と
dx
dt ＝rx で構成される初期値問題（initial value problem）は，x（t）＝x０ertの一意解をもつ。このと

き，r は将来人口規模の増減を分かつ閾値の役割を果たし，１
μ
が人口の平均寿命を与えるから，b＞０

のとき，
b
μ
は平均的一個人の寿命に対する子孫の平均人数となり，言わば，Malthusモデルの基本

再生産数R０とみなし得る。
過剰人口による食糧不足が避けられない情況の下で，Malthusが唱える出世率の低下を促がす要

因ないし対策の一つとして疫病が含まれている。恐らく，植民地対策の名残りとして，疫病が現今

においても途上国の人口抑制策の一つに数えられているのは示唆的である。

68



しかるに，人口が当初指数的成長を遂げる情況は広く観察されるところであるが，やがて，人口

規模の拡大と共に人口成長率の低下傾向が続く。かかる観察とMalthusの議論を両立させるなら
ば，人口動学を線型近似が可能な局所的問題として取扱う方法が示唆されてくる。

Malthusは，自らの農業経済モデルの下で経済変動の可能性について言及していることが，近年，
指摘されるごとくである。（例えば，Day［４］，Rosser［１５］，［１６］，Day＝Zhang［５］参照。）対して，
Kermack＝McKendrick原モデルは人口一定を仮定し，感染動学の追求を専らとしている。
さて，上では，Malthusと Kermack＝McKendrickの作業間に些やかな縁を覚えながら，Kermack

＝McKendrick原モデルが欠いていた２つの側面での発展化が図られた。
まず，少数の感染者しか存在しない筈の疫病突発の初期段階に対して多数個体間の均質な接触を

前提とする集団行動法則に則った感染過程を適用する不都合を排し，ネットワクーを通じた分枝過

程の適用を図り，確率母函数のタームで表わされる基本再生産数R０が１を下回る（R０＜１）とき，
疫病が終息し，上回る（R０＞１）とき，感染は持続し，さらに，地方病に拡大していく可能性が示唆
された。

次に，Kermack＝McKendrick原モデルに潜伏期間を導入し，感染区画 I をもつ SIR モデルを潜
伏区画 E と伝染区画 I を併せもつ SEIR モデルに拡充したとき，Lyapunov函数の適用によって局
所的安定性，大域的安定性が回復されるための条件が導かれた。

振動論者たるMalthusに準ずるべく拡張 Kermack＝McKendrickモデルである SEIR モデルが安
定的振動解，すなわち Hopf分岐（Hopf bifurcation）をもつための条件の確認は，我々の議論の興味
深い発展化の一方向であろう。
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